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Uber die Veránderung der Konzentration in einer bináren 
Lésung, die sich in einem Kraftfelde befindet, wo die Kraft 
mit der ponderablen Masse proportional ist. | 


Bei der thermodynamischen Behandlung von fliissigen Gemischen, 
die aus Stoffen bestehen, die in einander aufgelóst sind, wird immer 
angenommen, dass die Wirkung der Schwere ausser Betracht gesetzt 
werden kann. Man setzt mit andern Worten voraus, dass ein »aufgelóstes 
System« ein homogenes ist, wenn Gleichgewicht eingetreten ist. Daraus 
folgt, dass die thermodynamischen Funktionen in Bezug auf die Kom- 
ponenten der Lósung homogen sein werden. 

Ist indessen die Lósung der Wirkung einer Kraft unterworfen, die 
der ponderablen Masse der einzelnen Komponenten proportional ist 
— z.B. fiir die Wirkung der Schwere ausgesetzt — wird die Homogenitát 
verloren gehen, da ja der Druck sich in der Flüssigkeit von Ort zu Ort 
ändert. Ausserdem ist es a priori wahrscheinlich, dass auch das 
Mischungsverháltnis sich in der Lósung ándert, wenn dies im Gleich- 
gewicht ist. Hatten námlich die Stoffe keinen Trieb dazu sich in ein- 
ander zu lósen, wiirde die Schwere bewirken, dass die Komponenten 
nach der Grósse ihrer Dichte sich auf einander lagerten. Diese Wirkung 
der Schwere wird nun von dem Lósungstriebe der Stoffe entgegen- 
gearbeitet, und es muss sich ein Gleichgewicht einstellen, wo das 
Mischungsverháltnis der verschiedenen Orten in der Weise variiert, dass 
der Schwerpunkt des ganzen Systems niedriger liegt, als wenn das 
System homogen gewesen wäre, aber höher als wenn sich die Stoffe 
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nicht in einander aufgelöst hätten. Für ein gelóstes System, das der 
Wirkung der Schwere unterworfen ist, werden die thermodynamischen 
Funktionen in Bezug auf die Komponenten nicht mehr homogen sein, 
Sie können doch in der Umgebung eines Punktes als homogen betrachtet 
werden. 

Wir werden im folgenden annehmen, dass wir eine binäre Lösung 
haben, dass also unser flüssiges System nur aus zwei Komponenten be- 
steht. Wir werden weiter annehmen, dass das Feld, in welchem das 
System sich befindet, von einem Potential U abhängig ist, das als Funk- 
tion der Koordinaten eines rechtwinkeligen Koordinatensystems gegeben 
sein kann. Die Molekülarmassen seien M, und M,. Ist in einem kleinen 
Volumelemente der Lösung z, Molekülen der ersten, 72, der zweiten 
Komponente, ist die Konzentration durch die Gleichung definiert: 

cia 
Mn, 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe c als Funktion der Koordinaten 
zu finden, wenn Gleichgewicht eingetreten ist, und die Temperatur über 
die ganze Lösung konstant gehalten wird. 

Wenn das System im Gleichgewicht sein soll, müssen zwei Be- 
dingungen erfüllt sein — eine mechanische und eine thermodynamische. 
Wird der Druck in einem Punkte der Flüssigkeit mit bezeichnet, dann 
giebt die mechanische Gleichgewichtsbedingung : 


aU aU SU 
(1) dp = —0 (Ge e+e dy + as) 


o ist die Dichte der Lösung in dem betrachteten Punkte. Die not- 
wendige Bedingung für das Gleichgewicht ist, dass p eine Funktion der 
Koordinaten ist, woraus hervorgeht, dass dø ein exaktes Differential sein 
muss. Demnach müssen wir haben: 


IU au 
: (e = 9 (eS) 


oy ex 
eu au‘ 
y (e A E (e 5) 
REE 


Wird die Differentiation ausgefiihrt bekommen wir: 


Ox ay Da O on 
ar 30: aller le 
Oz TA A 
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wo K die Resultante der Kraftintensität im Punkte und z die Ver- 
n 
änderung der Dichte für eine Längeneinheit in der Richtung der Kraft 
bedeutet. 
Da die Dichte im Gleichgewicht eine Funktion der Koordinaten ist, 
müssen wir haben: i 
90 2 ° 
2 do == =~ L = 
i o bee ans Tee: 


oder bei Benutzung der obenstehenden Gleichungen: 


Jetzt haben wir weiter, dass die Konzentration als Funktion von 
Temperatur, Druck und Dichte gesetzt werden kann. Wird die Tempe- 
“4 ratur konstant angenommen, bekommen wir: 


əc əc 
ET A +, 


Der Wert für do und dp eingesetzt giebt: 


LANA 


a cda ı |, & ES 2U aU ) 
d= (Feet se Peed RI MÅGE A T 


Ausserdem miissen wir schreiben kónnen: 


É _ 0 oc oc 

A (2 a) once pia PAT Phi 

4 Da die beiden Ausdriicke fiir de identisch sein müssen, und x, y, 2 
A unabhángig Veránderliche sind, miissen wir haben: 

A oc oc əc IC 

dx dy əz on 

3 AA 

A Ox oy 92 


(2b) de=— 73, aU 


Aus dieser Gleichung geht hervor, dass de=o, wenn dU=o. 
Hieraus kónnen wir schliessen, dass die Konzentration im Gleichgewichte 
über eine Potentialfläche konstant sein muss, und ihren grössten Fall in 
der Richtung der Kraft besitzt. U und K sins gegebene Gróssen. Das 

r C A f 
einzige, das wir noch zu bestimmen haben, ist an oder wie wir es nennen 


: er 
können, der Konzentrationsgradient. Dieser muss bei Zuhülferahme der 


6 L. VEGARD. M.-N, Kl. 


thermodynamischen Gleichgewichtsbedingung bestimmt werden, die wir" 
hier kurz besprechen wollen. 

Erleidet ein System bei konstanter Temperatur eine Veranderung 
von einem Zustande o bis einem Zustande 1, dann ist die Warmemenge, 
die das System wáhrend der Veránderung abgiebt, durch die folgende 


Gleichung, wie bekannt, ausgedrückt: 


OES Ee 


A 


Hier bedeutet T die absolute Temperatur, S die Entropie, 7 (S, — Sy) 
ist die Wärmemenge, die das System abgeben würde, wenn der Prozess 
reversiebel geleitet gewesen ware, 

Nach dem zweiten Hauptsatze der Wärmelehre ist P eine Grösse, 
die, für alle Prozesse, die sich von selbst im System abspielen, niemals 
negativ sein kann. 

Wird unser System in der Umgebung des Gleichgewichts betrachtet, 
kann die lebendige Kraft ausser Betracht gelassen werden, und wir . 
bekommen, laut des ersten Hauptsatzes der Warmelehre: 


BL ha 
wenn die Wärme in Arbeitseinheiten gemessen wird. J ist die innere 


Energie und A die zu iiberwindende äussere Arbeit, 


Bei Kombination der beiden Gleichungen bekommen wir: 
TP=( — 7S,)— (7, TS) +4 


Hier sind / und S Funktionen von den Veránderlichen des Systems. 
Wir setzen: 


I—T S=yp 
wo y eine Funktion ist, die das innere thermodynamische Potential ge- 


nannt wird. Erleidet das System eine unendlich kleine Veränderung, so 
erhält man: 


Die Bedingung dafür, dass ein System, das bei konstanter Tempe- 
ratur sich selbst überlassen wird, im Gleichgewicht sein soll, ist jetzt, 
dass dP für jede Veränderung, die das System erleiden kann, gleich 
o ist!. Ist das System bei 7 unabhängig Veränderlichen Or yg ee 
bestimmt, so kann das System 7 unabhängige Variationen erleiden. Die 
Gleichgewichtsbedingungen kónnen dann geschrieben werden: 

(pa, = (@A)ay 
(PW)a, = (24)a, 


et ie Tele Meurer 


(p)ar = (24)ar 
1 Duhem: Mécanique, Chimique, Tome I, Livre I, P. 89. 


A o En i 


urn 
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Hier bedeutet (3W)a, und (@A)a, die Variationen von y bezw. A für eine 
kleine Variation von a,, wenn die anderen Veränderlichen konstant ge- 
halten werden. 


Die Veränderung, die hier in Betracht kommt, ist eine relative Ver- 
schiebung der beiden Komponenten in einem Volumelemente. Diese 
Variation wird gewöhnlich eine kleine Volumveränderung verursachen, 
Der Druck auf das Element dagegen wird hierdurch nicht geändert. 
Wird der äussere Druck während der Variation konstant gehalten, wird 


die äussere Arbeit aus zwei Teilen bestehen, und wir haben: 
2A = — pou + 2a 


p ist der Druck, v das Volumen und 24 die Arbeit, die von der Kraft 
im Felde wegen der Variation ausgefúhrt wird. Die Gleichgewichts- 
bedingung in unserem Falle wird dann: 


ow + pov = da 


und da fp konstant ist: 
2(W +40) =2a 


w-+ pv ist das äussere thermodynamische Potential oder das thermo- 
dynamische Potential bei konstantem Drucke. Wird diese Funktion mit 
w bezeichnet bekommen wir: 


(3) | SANG 


Wir werden jetzt ein kleines Volumelement dx, dy, dz betrachten, 
das 2, Molekülen der ersten und z, der zweiten Komponente enthält. 
Wir wählen die X-Achse parallel mit der Kraft in dem betrachteten 
Punkte. Wir können annehmen, dass das thermodynamische Potential 
für das Element, — mit Wegwerfung von Grössen höherer Ordnung — den 
Wert hat, den es haben würde, wenn das System homogen wäre und 
der Druck und die Konzentration den Wert hätten, den sie im Mittel- 
punkte des Elements besitzen. œ wird für das Element eine homogene 
Funktion des ersten Grades, und wir erhalten nach einem bekannten 
Satze von Euler: 


ew 2w 


w (Mn, Matta, p, T) =M, saz gy + am) 


Die beiden partiellen Ableitungen sind wiederum homogene Funk- 
tionen des o% Grades von den Komponenten. Wir setzen: 
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Ow 


Mn) (6,2, 7) 


he 7) 


Der Satz von Euler noch einmal benutzt giebt: 


= 0 


Wird A (2, T) und f, (c, p, T) eingeführt, bekommen wir die fol- 
gende sehr wichtige Verbindung: 


= ol 


(4) OG Er: T) 1% RD sa T) 


Wird f, und f, in die Gleichung für w eingeführt bekommen wir: 
w = Mn, fi (c,p, T) + Man, f, (c,p, T) 


Lässt man x um eine kleine Grösse Ax = dx zunehmen, entsteht 
ein neues Element von derselben 

2 Grösse wie. das ursprüngliche. 

© (Siehe Fig. 1.) 

In diesem Elemente wird der 
Druck durchschnittlich ein ande- 
rer sein, ausserdem wird noch 
das Mischungsverhältnis ein ande- 
res. Die Molekülzahlen des neuen 
Elements seien xi V dn, und 
n + dn,. Hierdurch wird die 
folgende Änderung der Konzen- 
tration hervorgebracht: 


(5) deo (+ 214%) 


"a No 


Fiir das thermodynamische Potential des zweiten Elements erhált 


man, wenn Gróssen zweiter und hóherer Ordnung vernachlássigt werden: 
9 
=wW 4 M, f da, + M,f,dn, + Min, ES Te =) de 


oo (5) 


* Duhem: Mécanique Chimique Tome III Livre VI P. 5, 


A 
f 
b 
7 
f 
f 
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Hier bedeutet dn,, dn,, de, dp die durchschnittlichen Ver- 
anderungen der vier Gróssen 4, Ry, C, P von einem Elemente zum 
anderen, oder besser, die Veránderungen, die diese Gróssen erleiden, 
wenn wir vom Mittelpunkte des ersten zum Mittelpunkte des zweiten 
Elements gehen. Wir kónnen demnach schreiben: 


n on 
d = = Æ y 
n, SØ dx dn, F lx, 
əc op 
dc =~ ax, p= see 


und wenn die Gleichungen (1) und (4) in Betracht gezogen werden, 
erhált man: 


On, en, 2 


e 
er [ars tt M, 24 Mn, (+ c Alex] dx 


Es muss jetzt bemerkt werden, dass z, und z, nicht unabhängig 
von einander variieren; denn in den beiden Elementen muss immer so 
viel von beiden Stoffen sein, dass das Volumenelement voll 
von Flüssigkeit gehalten wird. 

Wir werden annehmen, dass die Molekülarvolumen der Komponenten 


bei der Konzentration c mit v,, bezw. v, bezeichnet werden. 


Für das Volumen des ersten Elements erhält man: 
dz.dy.de=v,n, + UN, 


In dem andern ist die Konzentration eine andere und der Druck ein 
anderer. Wir werden indessen die Fliissigkeit incompressibel annehmen, 
und die Ánderung des Volumens mit dem Drucke ausser Betracht lassen. 
Die Molekiilarvolumen der beiden Komponenten des zweiten Elements 


werden dann: 
ov ev 
(o, + = de) und (o, + SÅ de) 
und das Volumen des zweiten Elements wird: 
d ov ve 
(o, + de) (2, + dn,) + Q +52 de) (n, + dn,) = dzdyds 


= YN, 4 Volts 


Setzen wir der Kiirze wegen: 
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bekommen wir: 


k dn; + k,dn, =0 


Oder, da dz, und dn, Variationen sind, die derselben Variation dz 


entsprechen : 


(7a) Bray Eta IO 


Wird = zwischen Gleichung (6 a) und (7 a) eleminiert erhält man: 


A 


(6b) v=o + mr -7 M, fa) Zi Min TE ay Lo) ek] dz 


Das thermodynamische Potential fiir die beiden Elemente zusammen 


genommen wird: 


wto =20 + mn FM fe) gå +M, (Gte La) ex] dx 


Um die Bedingung des Gleichgewichts zu finden, miissen wir eine 
kleine Variation vornehmen, die darin besteht, dass die Massen Men, 
und M,en, vom ersten bis zum zweiten Elemente geführt werden. Diese 
Variationen e, und ez, sind indessen nicht von einander unabhängig, 
sondern durch die Gleichung verbunden: 


(7 b) ven, + ven, =O 


Diese Beziehung gilt mit voller mathematischen Strenge nur unter 
der Voraussetzung, dass die Molekülarvolumen nicht mit der Konzentra- 
tion variieren. Doch muss, was wir auch später zeigen werden, das 
Resultat wegen der Kontinuität der Natur auch für solche Lösungen eine 
annähernde Geltung haben, für welche die Kontraktion gering ist, und 
dies ist tatsächlich für die meisten Lösungen der Fall. 

Das thermodynamische Potential unseres Doppelelements nach der 
Variation können jetzt gefunden werden, indem wir das Potential eines 
jeden Elements für sich berechnen. Das thermodynamische Potential 
nach der Variation für das erste Element wird: 


u - (40,7, =p: Mara) en, 


hia Vi ene 


DI A A ss e A as A a adi he NENS ARN 
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fiir das zweite: 


oy =o0+[(ans, —4 ¿A SES + afm, ER ay, a) ek kl ax 


; v of, k d on 
E) + r 


> © v 2 
+ok (m, Zt — = M, =) en, + Mn, oK es +c ay c| dx 


Man hätte bei einer oberflächlichen Betrachtung glauben können, 
dass auch ọ hier variiert werden sollte, weil ja die Dichte eine Funktion 
der Konzentration ist. Wir müssen uns indessen erinnern, dass ọ die 
durchschnittliche Dichte zwischen den Mittelpunkten der Elemente ist, 
und bei diesem relativen Austausche der Masse wird nichts aus dem 
ganzen Doppelelemente geführt. Die durchschnittliche Dichte behält 
ihren Wert unverändert, und die Druckänderung zwischen den Mittel- 
punkten wird durch die Variation nicht beeinflusst. Obenstehenden 


Ausdruck für &’,, können wir beträchtlich vereinfachen, indem wir 


2, 2 Mae As =) FSR 
Mi 0 haben. 


- Weiter haben wir, wie später gezeigt wird: 


Der Ausdruck für w’, nimmt dann folgende Gestalt an: 
of, vv Ye y on, 
a ES + (mn > t Ma fa) m + (4 On F M,) ay do 


Mit Hiilfe der Gleichungen (4). (7 a). (7 b) und (8) erhált man: 


und wir bekommen: 
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Wird dies in die Gleichung für w,’ eingesetzt, bekommen wir zuletzt 


für die ganze Variation des thermodynamischen Potentials: 


; CHE a DØ of, \ 9C 
(9a) dw=(o,+0,)—+o ves (m, =: = a M, a) = en, dx 


Wir müssen noch die Arbeit finden, welche die Kraft während der 
Variation ausgeführt hat. Die Massen sind durchschnittlich um eine 
Strecke dx in der Richtung der Kraft geführt worden, und wir bekom- 
men demnach: 


2a = K . (Mien, + Men.) dx 


oder bei Benutzung der Gleichung (7 b): 


(9 b) ES (m, —*y,) en, at 


Werden die gefundenen Werte fiir 22 und dw [Gleichung (ga) und 
(9 b)] in die Gleichung (3) eingesetzt, bekommen wir als Bedingung des 


Gleichgewichts: 


E Y, (c,p, T) MPa lc p, 2) oc Es we) 


24 oc Va oc ox Uy e 


BZ 


Eliminieren wir = mit Hülfe der Gleichung (4) und schreiben wir 


mit Rücksicht auf die Gleichung (2) » statt x, so erhält man: 


(10 a) 


of, (6, $, 2a De a) eK (St - 


ec V4 c U,/ n A Uy 


Aus dieser Gleichung geht hervor, dass wenn die Lösung im Gleich- 
gewicht sein soll, ist der Konzentrationsgradient in jedem 
Punkte der Kraft proportional. 

In die Gleichung (10a) wollen wir versuchen Gróssen einzufiihren, 
die mehr unmittelbar zugánglich sind, und beginnen damit, andere Werte 
fiir die Verháltnisse A und “a zu finden. Diese Grössen bedeuten ja 
die Molekülarmasse durch das Molekülarvolumen dividiert. Um die Be- 
deutung dieser Grössen klar zu machen, denken wir uns, dass wir ein 
sehr grosses Quantum von der Lösung bei der Konzentration c haben. 
Wird die Flüssigkeit die Masse M, der ersten oder M, der zweiten 
Komponente zugeführt, dann wird das Volumen um die Grössen Day 
bezw. v, zunehmen, Statt eines unendlichen Quantums, kónnen wir ein 
endliches betrachten und der Lósung unendlich kleine Massen M dn, 
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und M,dn, zuführen. Dadurch werden die Volumen um dv, und dv, 
vergrössert und wir haben somit: 
M, Man, 


— = und 


mM, Mdn, 
V4 av, — dy 


Vo dv, 


Ist das ganze Volumen der Lösung V, haben wir: 
e. V= Min, + Mon, 
Wird der Lösung eine Masse M,dn, zugeführt, erhält man: 
odo, Vdo =M, dn; und: 


3 M,n, + M,n, de 2c 
ET 0 ec on, 


dn, = M dn, 


Hieraus ergibt sich nach einer einfachen Rechnung: 


2 
(11a) a IA 


v eo 
1 Sr 
o+c(1 +2) ac 


Wird die zweite Komponente auf ähnliche Weise behandelt, er- 
hält man: 


(11 b) 


M, _ 0? 
By de 
ae 


Mit Hülfe der Gleichungen (11 a) und (11 b) können wir leicht den 
folgenden Ausdruck beweisen: 


woraus unmittelbar die Gleichungen: 
k, =v, und k,=v, folgen. 


Infolge einer bekannten Eigenschaft des thermodynamischen Poten- 


tials haben wir: 
ow 
Tae V 
Werden die Werte fiir w und Y hier eingesetzt, und bilden wir die 
partiellen Ableitungen in Bezug auf M, 1, und M,n, bekommen wir: 


Bee 47 
ap 02 oc M, 
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Dies ergiebt: 
M, ef, a Mla 


Vv, % Va Pb 


Die Richtigkeit der Gleichungen (8) ist hiermit bewiesen. 


M. ! E 
Wenn die gefundenen Ausdriicke fúr om und oe in die Gleichung 


(10 a) hineingesetzt werden, so giebt eine einfache Rechnung: 


9 , 
10 b) o= fı a2 == = acer ae 


Auf diese Weise sehen wir, dass wir nur mit Hiilfe der thermo- 
dynamischen Gleichgewichtsbedingung eine Bestimmung des Konzentra- 
tionsgradients erhalten haben, Das Resultat ist deshalb unabhangig von 
jeder Hypothese iiber die innere Konstitution der Lósung. Doch kann 
die Formel in mathematischem Sinne nicht als exakt angesehen werden. 
Wir haben im Laufe der Entwickelung angenommen, dass die Fliissigkeit 
incompressiebel ist, und das die Molekiilarvolumen sich nicht viel mit 
der Konzentration ändern, was doch dem thatsächlichen Verhalten sehr 
nahe entspricht. 

In unserem Ausdrucke für den Konzentrationsgradient ist noch die 
Funktion f, (c,p, Z) zu bestimmen. Von dieser wissen wir vorläufig nur, 
dass sie eine der beiden Stoffe karakteristische Funktion ist, die dem 
thermodynamischen Potentiale in naher Beziehung steht. Bei Duhem ! 
ist die Funktion für Lösungen gefunden, wo die Konzentration klein ist, 
9: für die sogenannten verdünnten Lösungen, 

Weiter hat van Laar? mit dem Ausgangspunkte in der Zustands- 
gleichung Van der Waals eine algemeinere Gleichung aufgestellt, die 
auch für konzentrierte Lösungen eine annäherende Geltung haben soll. 

Wir werden indessen hier statt /, (c, p, T) einen für die unmittelbare 
Vorstellung mehr zugänglichen Begriff einführen — nämlich der osmo- 
tische Druck, Nicht so zu verstehen, dass die Lösung als solche in 
eigentlichem Sinne einen osmotischen Druck zugeschrieben werden kann; 
wir werden aber annehmen, dass die Lösung und Lösungsmittel auf 
beiden Seiten einer halbdurchlässigen Wand im Gleichgewicht ist. Die 
Differenz zwischen den hydrostatischen Drücken der beiden Seiten der 
Membrane — der osmotische Druck 7 — steht jetzt in der folgenden 
einfachen Verbindung mit der Funktion TANCIA 


(12) fy (op, 1) =f, (Gp ee ee 


0 


1 Mécanique Climique Tome III Livre VI Pag. 44. 
* Siehe; J. J. van Laar; Sechs Vorträge über das thermodynamishe Potential, 1906, P. 85, 
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0 ist die Dichte des reinen Lösungsmittels, indem wir in der 
ganzen Entwickelung mit Masseneinheiten gerechnet haben. p ist der 
Druck auf die Seite der Membrane, wo die Lösung sich befindet. Um 
diese Gleichungen in unserem Falle anzuwenden, müssen wir uns deshalb 
denken, dass wir schon die Lösung unter diesen Druck gesetzt haben. 


Wird die Gleichung (12) in Bezug auf c partiell abgeleitet, erhält man: 


le 


2 ; aL å ; 
(=) bedeutet die Anderung des osmotischen Druckes fiir eine 
c 

p 


Einheit der Konzentrationsänderung, wenn die Temperatur und der 
Druck in der Lösung konstant gehalten werden. Dies in die Gleichung 
(10 b) eingesetzt ergiebt: 


(10 c) (=) Seto K. 


oc ‚on 0 


Es muss bemerkt werden, dass diese Gleichung fiir jede Konzentra- 
tion gúltig ist. 


Wird der Wert fur E in Gleichung (2) eingesetzt erhált man: 


(13 a) de= — 11 ds PLA gry 


Die Gróssen ES - . und g sind für das betrachtete flüssige Ge- 
Dee de 


misch bestimmte stetige Funktionen von c, p und 7. Da wir die Flüssig- 


d A 
keit als inkompressiebel betrachtet haben und da ka, mit grosser An- 
p 


näherung vom Drucke unabhängig ist, können wir die drei Grössen als 
Funktion von c und T allein betrachten. Der Ausdruck (13a) ist dann 


ein exaktes Differential, und wir bekommen bei der Intigration: 


l A 
(13 b) UN AE 
Qo C G c) = 


Der Ausdruck links giebt integriert eine Funktion der Konzentration, 
die doch als Parameter die Temperatur, aber nicht den Druck enthält. 
Bei Gleichung (13 b) ist somit die Konzentration als Funktion der Koordi- 


naten bestimmt worden. 
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Wir werden ein Paar spezielle Falle betrachten: 


1) Die Lózung ist der Wirkung der Schwere ausgesetzt. Dann 


haben wir: 
ES 
= gh +- konstant. 


g ist die Beschleunigung der Schwere, h die Hohe iiber einen festen 


Horizontalplan. Dies in Gleichung (13 a) eingesetzt ergiebt: 


(10 d) de = 00 c (14 c) 29 


a 
°C)» 


2) Die Lösung befindet sich in einem Gefäss, das sich mit kon- 


gəh 


stanter Geschwindigkeit um eine vertikale Achse dreht. Es wird ange- 
nommen, dass die Flüssigkeit der Bewegung des Gefässes folgt. Wir 
werden das Potential U suchen, das sich auf ein Koordinatensystem 
bezieht, wo die Z-Achse mit der Rotationsachse zusammenfällt und die 
beiden anderen Achsen der Bewegung folgen. Dann erhält man: 


dU = g dz — y? (x dx +y dy) und somit 
ae 9 
(10 c) O 
22 p 


Für die Resultante der Kraftintensität in dem betrachteten Punkte 
erhält man weiter: 


K = 1g 4y te Fy) = Vg Pp Ri 


Da der Konzentrationsgradient der Kraft proportional ist, sehen wir, 


CO no 2 : 
wenn ¢ und >, nicht sehr klein sind, dass es möglich wäre, R ung y 


so gross zu machen, dass wir eine ganz beträchtliche Änderung der 
Konzentration von Ort zu Ort erhielten. Man müsste mit anderen 


R 2 do . 
Worten erwarten, dass Losungen, fiir welche = einen nicht geringen Wert 


hat, theilweise separiert werden könnten, auf ähnliche Weise wie Milch 
und Sahne in einem Separator getrennt werden. Doch wird die Tren- 


nung hier niemals eine vollständige sein können. . Ausserdem wird es 


Nas. 


ás lin dd 


ll 


a a ds o es te A dd od 
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mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein, den Versuch auszuführen. 
Damit die Trennung sichtbar gemacht werden konnte, musste die Dreh- 
ung lange vor sich gehen, — weil die Diffussionsgeschwindigkeit sehr 
gering ist — und die Bewegung gleichförmig sein. Weiter musste 
Temperaturdifferentzen vermieden werden, da sonst Strömungen in der 
Flüssigkeit entstehen würden, 

Von dem Ausdrucke für den Konzentrationsgradient sehen wir, dass 


er — unabhängig von der Grösse der Kraft —, gleich o ist, wenn 
0 
> bei der gegenwärtige Konzentration gleich o ist. Für eine solche 


Lösung wird somit de = 0, und die Konzentration wird über der ganzen 
Lösung konstant sein. Wir nehmen an, dass wir nur mit der Wirkung 
der Schwere zu thun haben und wir werden den Ausdruck (10d) näher 


-90 na : i y > 
betrachten. Ist hier = positiv, wird die Dichte mit der Konzentration 


wachsen, und die Konzentration wird mit der Hóhe abnehmen. Wenn 


9 Ey è ; i 
> negativ ist, wächst die Konzentration aufwärts. Hieraus ergiebt sich 


somit, was wir am Anfang dieses Aufsatzes ausgesprochen haben; dass 
der Schwerpunkt der Lösung durch die Kraft in beiden Fällen ernie- 
drigt wird. 

Für jede Lösung kann, mit konstant gehaltener Temperatur und 
Druck, die Dichte als Funktion der Konzentration betrachtet werden. 
Diese Funktion kann auf die bekannte Weise dargestellt werden, indem 
o der Abstand von dem Punkte zu einem festen Linienstiick A—B (fg. 2) 
proportional gesetzt wird, und c durch das Verhältnis der Abstände von 
dem Punkte bis zwei auf 4—B senkrecht stehenden Linien bestimmt ist. 


. ; 3 9 ; igs 
Jede Lósung giebt eine Kurve. In einem Punkte, wo = gleich o ist, ist 


die Tangente der Linie A—Z parallel, und die Dichte hat für diesen 
Konzentration ein intermediáres Maximum (oder Minimum). Wenn 
o eine Ganze nicht liniäre Funktion von c ist, ware es immer 


möglich einen oder mehrere Werte der Konzentration zu finden, 
für welche ; ce gleich o ist. Sollen indessen diese Werte eine physi- 


kalische er haben, müssen sie positiv und reell sein, ausserdem 
innerhalb des Löslichkeitgebiets liegen. In der That werden wir finden, 
dass es für die meisten Lösungen kein Mischungsverhältnis giebt, für 
welches die Konzentration über die ganze Lösung konstant ist. Da 
die Kontraktion bei Auflösung klein ist, können wir schliessen, 
dass die Lösungen, für welche der Gradient verschwindet, aus Kom- 
ponenten bestehen muss, deren Dichte wenig von einander verschieden 


sind. 
Vid.-Selsk. Skrifter, I, M.-N. Kl. 1906. No. 8. 2 
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Diese Verhältnisse sind durch die 
beigefiigte Figur 2 dargestellt worden, 
wo wir uns gedacht haben, dass vier 
Stoffe S,, Sy, Sg und S, in demselben 
Lösungsmittel O aufgelöst worden sind. 
Die Dichtigkeitskurve wird entweder 
überall steigen, wie OS,, oder fallen, wie 
OS,. Nur solche Kurven, die fast hori- 
zontal laufen, kónnen Maximalpunkte be- 
sitzen. 

Wir werden zuletzt einen Vergleich 
zwischen Lósungen und Gasen in dieser 
Beziehung anstellen. Für Gase haben 
wir, wenn die absolute Dichte mit o 


bezeichnet wird: 


aga EA (es 


Wo R die Gaskonstante auf der Molekülarmasse M, bezogen ist. 


Um einen Ausdruck fiir die Lósung zu erhalten, der mit diesem 
vergleichbar ist, miissen wir eine andere Definition der Konzentration 
einführen, indem wir jetzt mit der Konzentration die Masse des auf- 
gelósten Stoffes in der Volumeneinheit verstehen. Wird die dergestalt 
definierte Konzentration mit C bezeichnet, erhält man die Transformations- 
gleichungen : 


I 
cla) ze 
re 
dEl, PC), de 
de aCe 
dh ~ dh 20 


Dies in Gleichung (10d) eingesetzt giebt somit: 

on \ OC 9 

10 € O A E OREN Q 
uns Ga, =. UT E 


Den Ausdruck rechts wollen wir nicht transformieren. Ist die Lös- 
ung nicht sehr konzentriert, hat man annähernd: 


SE) N 
Gz pA 


PA A EI 


=e eee Zu 


——_— = 


ee eS AN ve SOPLADO 
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R hat denselben Wert wie friiher. Dies eingesetzt ergiebt somit: 


(14) dh ERA 


Ein Blick auf die Gleichungen (14a) und (14b) wird uns sogleich 
zelgen, dass Lósungen und Gase in Bezug auf die Veránderung der 


Konzentration mit der Hóhe sich fundamental verschieden verhalten, So 


? 


. Bert CR 
wird z.. B. für Lösungen 5% gleich o sein können, ohne dass die Kon- 


zentration selbst gleich o ist, und dies kann ebensogut für die grössten 
Konzentrationen stattfinden. Für Gase wird dagegen der Konzentrations- 
fall niemals gleich o werden, sondern sich allein den Wert o nähern, 
wenn die Dichte unendlich abnimmt. Doch möchte man sagen, dass 
Lösungen und Gase sich gegen Übereinstimmung bei unendlich grosser 


Verdünnung nähern, weil dann sowohl ae als ae sich o nähern. Die 


l oh oh 
Analogie zwischen Lósungen und Gasen hat Van Laar im dem oben 


genannten Werke von einem anderen Gesichtspunkte aus behandelt, und 
kommt zu demselben Resultat, dass nur bei unendlicher Verdtinnung 
eine angenäherte Übereinstimmung eintritt, während die Ähnlichkeit für 


konzentrierte Lösungen verloren geht. 


In der folgenden Tabelle ist A nach Gleichung (14 b) für wässerige 


Rohrzucker- und Kaliumhydratlösungen für einige Konzentrationen be- 
rechnet worden, Die Zahlen sind auf das absolute Maassystem bezogen. 


BE.-; l É -4 = 
SE ist also von der Dimention | Masse-Lánge | =| gr. ae 
Rohrzucker-Lósung | KO//-Lisung 
7 2% ec | 2e A us 
oc oh | oc oh 
—7 ER 
1/19 0.380 2.87.10 0.720 0.87.10 
1/9 04337 5.57 - 0.720 1.87 - 
8/17 0.311 8.49 - 0.650 2:72 = 
1/4 0.286 11.50 - 0.700 4.23 - 
1/3 0.260 14.55 - 0.590 4.85 - 
I 0.138 31.20 = 0.32 9.45 - 


Hinsichtlich der Berechnung für die Kaliumhydratlösung müssen wir 
bemerken, dass eine solche Lösung als dissoziiert angenommen wird. 
Eine solche Lösung ist dann nicht in eigentlichem Sinne binár. Da 


1 Die Dichtebestimmungen sind aus den Tabelien von Landolt und Bórnstein genommen. 
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indessen die elektrische Wirkung zwischen den Jonen gegenüber der der 
Schwerkraft sehr gross ist, kónnen wir hier annehmen, dass die Jonen- 
paare durch die Schwere nicht getrennt werden können. Hieraus folgt, 
dass die Gleichung (10 a) auch für elektrolyten eine sehr angenäherte 
Geltung hat. Dass diese Annahme gemacht werden kann, geht auch 
daraus hervor, dass sonst die Schwere eine elektrische Verschiebung 
verursachen würde. 

Die Gleichung (14 b) können wir indessen nicht ohne weiteres auf 


Elektrolyten anwenden. Dagegen können wir setzen: 


Ort EL 


wo ¿ die von Van't Hoff eingefiihrte Dissoziationskonstante ist, die doch 
gewohnlich von der Konzentration abhángig ist. Wir bekommen somit: 


a oY, o 
a Al ae 
VER 


Úber die Variation des osmotischen Druckes mit dem 
åusseren Drucke. 


In $ I ist der osmotische Druck schon erwáhnt worden und ebenso 
was damit zu verstehen ist; Auf diese Weise definiert wird der osmot- 
ische Druck ausser von Temperatur und Konzentration auch von dem 
Drucke abhángen, fiir welchen die Fliissigkeit auf einer Seite der Mem- 
brane ausgesetzt worden ist. Passiert man die Membrane von der Lésung 
zum Lósungsmittel wird der hydrostatische Druck von p bis p, fallen 
und der osmotische Druck æ ist durch die Gleichung definiert: 


(1) =p — Po 
jetzt haben wir zugleich 
(2a) a= p(¢, $, T) 


und wenn aus Gleichung (1) eingesetzt wird 


w= g (c, m + Po, T) 
Diese in Bezug auf æ aufgelöst giebt: 


(2 b) w = po (6, Po, T) 


Es ist demach gleichgültig, ob wir æ als Funktion von p oder fp, be- 
trachten. 


af “e er 
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Wir werden jetzt versuchen, ‘den Einfluss des äusseren Druckes auf 
dem osmotischen zu finden. Zu dem Zwecke wollen wir die partiellen 
Ableitungen von zw in Bezug auf p oder Po — also die Grösse 


a 

èr 970 EEE | 

A oder Br finden. Wir werden annehmen, dass wir in einer ponderabe- 
0 


len Flüssigkeit einen ponderablen Stoff aufgelöst haben. Die Lösung 
ist durch eine halbdurchlässige Wand vom Lösungsmittel getrennt. Die 
Membrane bildet eine geschlossene Fläche, die wir uns durch eine 
Gleichung w (x,y, 2) =0 gegeben denken (Fig. 3). 

Wir werden weiter annehmen, was sich in 
der That nicht realisieren lásst, das die Membrane 
unendlich dinnwándig ist, gleichzeitig damit, dass 
sie grosse Driicke dulden kann. (Dies kann an- 
nahernd erreicht werden, wenn man die Mem- 
brane in einer Thonzelle befestigt). 

Wir betrachten das System, nachdem der 
bre ideale Gleichgewichtszustand eingetreten ist. So 


lange wir uns in der einen Flissigkeit befinden, 


Losung- 


muss die gewöhnliche Bedingung für das mecha- 
£ösungsmittel nische Gleichgewicht erfüllt sein. Laut Gleichung 


(1) S 1 erhält man dann: 


Fig. 3. 


1) für die Umgebung eines Punktes (x, y, 2,) der Lösung 


| le aU 
dp =—9( 4 det mns Jay a) 


2) für einen Punkt (x, y, 2,) des Lósungsmittels: 


dp, =— e (E do ELLE OU (1, y, Z 22) 7 ly he Eaa ga) 


oy 

U bedeutet wie friiher das Potential fiir das Feld, das dem System 
unterworfen ist. Geht man jetzt zu der Grenzfláche, und (+, y, 2,) mit 
(£372) in dem Punkte (x, y, 2)) zusammenfallen lässt, erhält man: 


dU (4) Io Zo) OU (257 p26) 8U (I Zo) 
= dp — dp =—(0—00) (sel des orgs RES AV BE dx 


(3 a) IM(A)Y Zo) 
[re o) dr bee KE idee Sc Y SE PRE dei=0 
Ausserdem haben wir infolge (2 a) æ als Funktion von 7, c und 2. 
Die Temperatur wird iiber das ganze System konstant angenommen, 
während p und c mit den Koordinaten variiert. Man erhält somit. 
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Werden die Werten fiir de und dp aus den Gleichungen (1) und (2) 


§ 1 eingesetzt, erhált man: 


|= (6, la 0 ll N Få y a 0) gy oe 20) Jz 


on nens 


b 
IOWA, Y 20 dy (x oo 2 20) y dais, y 20) ees 
le (x m We let dy +° ay (22 WEN 


oy 


Da die beiden Ausdrücke für dieselbe Variation von æ der Mem- 
brane entlang identisch sein miissen, erhált man als notwendige Be- 
dingung dafúr: 


Om\ dc I OT 
(4 a) A Ad 


Wahlen wir pọ statt 2 als Verinderliche erhált man auf áhnliche 
Weise: 


On CLOT 975 
(4b) re & T ən K Fe a5, 


Bei den Gleichungen (4a) und (4b) ist eine einfache Verbindung 
zwischen dem Konzentrationsgradient un der Abhangigkeit des osmo- 
tischen Druckes mit dem äusseren Drucke zustande gebracht, eine Ver- 
bindung, die gestattet, einer dieser Grössen zu berechnen, wenn die 
andere bekannt ist. Bei der Entwickelung dieser Formel ist nichts an- 
genommen, das die Allgemeinheit der Lösung beschränkt. Die Flüssigkeit 
mag auch wohl compressiebel sein. Die Formel wird gelten, insofern 
überhaupt die Flüssigkeit die Gleichgewichtsbedingung (1. $ 1) erfüllt, 
die für eine ideale Flüssigkeit Geltung hat. 


i x Orc 
Wir werden hier die Formel zur Berechnung von — anwenden, da 


IE: : i E 3 
wir ja schon im ersten Abschnitte einen Wert fiir = gefunden haben, 
7 


Mit Zühülfenahme der Gleichung (10c) $ 1 erhalt man somit: 


ot __0—00 Qo 29 
= ER: g? edy 


Der Ausdruck, den wir für die Abhängigkeit des osmotischen Druckes 
von dem äusseren Druck auf diese Weise gefunden haben, ist jetzt in 


voller Übereinstimmung mit der von Planck und Duhem auf anderem 
Wege gefundenen Gleichungen, 


/ 
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Planck! hat das Gesetzt so ausgedriickt: 
v, dp, = vdp 
V ist das Volumen von 1 gr. Lösungsmittel, v ist der Zuwachs des 
Volumens einer sehr grossen Quantität der Lösung, wenn ı gr. Lös- 


ungsmittel zugeführt wird. Wird die Gleichung (1) in Betracht genommen 
erhält man: 


CME ae =r] 


u” 


Re : å 
Um das Verhiltnis — zu finden, wollen wir anstatt eines unendlichen 
[2 


Quantums ein endliches nehmen und eine unendlich kleine Masse des 
Lösungsmittels zuführen. Wir haben wie früher: 


V.o. =M, n, +M, n, 


a Wird von der ersten Komponente eine Masse M, du, = q, dv, zuge- 
fuhrt erhált man: 


(7) a (et Gee +s) 


Aus der Gleichungen (6) und (7) ergiebt sich fast unmittelbar die 
Gleichung (5). 
Bei Duhem? ist die folgende Formel entwickelt: 


ae (Dn A + jG!) 
oT a əv (c, T) 


v(c,T)—c(1+c<c.) a 


j OT, ; 
Der Ausdruck links entspricht ganz was wir ap genannt baben Wei- 


ter ist: 


0 


“(N=, und SGT) => 


Wird dies eingesetzt erhált man: 


e(r + Lor +32] 


SAR 


2 I 20 
< A 


1 Planck: Zeitschrift fiir physikalische Chemie 43 Pag. 584. 
2 Mécanique Chimique: Tome IV Livre VI, P. 65. 
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und mit Hülfe der Gleichung (7) 


v 2 .. . ag . . 
Nun ist indessen | I — A eine sehr kleine Grösse im Vergleich mit 
Vo 


der Einheit. Wir können deshalb mit derselben Genauigkeit, wie früher 


v o . 
verlangt worden ist, in dem Nenner a gleich eins setzen, und man 
0 


erhalt die Formel von Planck. 

Die Formel (4a) gilt, wie erwahnt worden ist, unabhangig von der 
Kompressibilitát und unabhangig davon, dass die Molekúlarvolumen mit 
der Konzentration variieren. Bei der Formel von Plauck ist auch die 
Kontraktion in Betracht gezogen. Von den Gleichungen (4a), (6) und 
(7) kónnen wir jetzt umgekehrt den im $ 1 gefundenen Ausdruck fiir 
den Konzentrationsgradient herleiten. Hieraus ergiebt sich somit, dass 
dieser Ausdruck annáhernd auch dann Geltung hat, wenn die Molekúlar- 
volumen mit der Konzentration variieren. Wäre die Formel von Duhem 
als richtig anzusehen, wiirde man mit Húlfe der Gleichung (4a) fiir 
den Gradient den Ausdruck: 


I =) ac Qo 29 
Al oe? Te EN" 
K ie p en Vo g a bekommen. 


Für <= I geht diese Formel in die im $ 1 gefundene iiber. 
0 


Die Abhängigkeit des osmotischen Druckes vom äusseren Drucke 
ist auch von O. E, Schétz! theoretisch behandelt worden. Er kommt 
zu dem Resultat, dass die Veränderung des Druckes auf beiden Seiten 
der Membrane, bei der folgende Gleichung verbunden wird: 


0 dp = Qo dp 
und somit: 

et _0— Qo 

pe 


í E, O, Schiötz: Uber die Abhängigkeit des osmot, Druckes und der Dampfspannung 
von dem Drucke (Boltzmann-Festschrift 1904 P, 618). 


e A > 


a is A ds De RER, | 


en: u 


Zn y 
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Dieser Wert für ap ist, wie wir sehen, von dem von uns früher 


gefundenen wesentlich verschieben. Der Grund fiir die Nichtiiberein- 
stimmung ist darin zu suchen, dass Schiótz bei der Entwickelung dieser 
Formel nicht in Betracht gezogen hat, dass die Konzentration sich mit 
der Höhe verändert. Dies wird ja, wie wir gesehen haben, der Fall 


sein. Doch geht es von unser Formel hervor, dass, wenn die Lösung 
s > oc ; : : : 
die Eigenschaft hat, dass 54 gleich o ist, so wird für diese besondere 


Lösung, die von Schiötz entwickelte Formel, Geltung haben. 

Wir werden zuletzt ein Paar Bemerkungen hinsichtlich der Variation 
des osmotischen Druckes mit der Konzentration machen. Um die 
Wirkung der Konzentration zu untersuchen, können wir uns denken, 
dass diese verändert wird, während die Temperatur konstant gehalten 
wird; aber noch kann die Änderung der Konzentration unter zwei ver- 
schiedenen Bedingungen vor sich gehen. 

Entweder kann der Druck in der Lösung konstant gehalten werden; 


wir bekommen dann das Variationsverhältnis, das wir mit E) be- 
p 


. zeichnet haben; oder wir können, was gewöhnlich der Fall ist, den Druck 


z ð 
über dem Lösungsmittel konstant halten und wir bekommen Py. 
0 


Wir können jetzt zeigen, dass diese zwei Grössen gewöhnlich von 
einander verschieden sein müssen. Werden die Gleichungen (4 a) und 
(4 b) subtrahiert, ergiebt sich: 


ac (om) | 1 de ie _ m 
| ap  \eclp,|K an °° ap, ap 
ICA. : 
Wir werden jetzt voraussetzen, dass > einen endlichen Wert hat, 
was auch allgemein der Fall ist. Die hinreichende und notwendige Be- 


: = Ort ER (3 BE 
dingung dafür, dass ER gleich ER ist, ist dann, dass: 


on dm 


(8) 0035, = 9 % ist. 


Diese Gleichung (8) wird indessen gewóhnlich nicht erfüllt sein. Um 
dies zu beweisen, wollen wir annehmen, dass wir den Druck auf beiden 
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Seiten so vergróssern, dass das Gleichgewicht 
nicht gestört wird. Man vergrössert also die 
Drücke ohne sich der Membrane entlang zu be- 
wegen. Die Ausführung einer solchen Druck- 
änderung kann z. B. geschehen, indem wir die- 
jenige, — an der Fig. 4 angedeutete — Vorrichtung 


benutzen. Unter dieser Voraussetzung erhält 


Losungsm it te L 


man: 


Fig. 4. 


3 2 
dri = dp -d= og de =e 


dies ergiebt somit: 
ome = on I — ome 
Yo Æ Lo 


Würde auch Gleichung (8) erfüllt sein, müsste man 


Damit diese Gleichung erfüllt sein soll, müssen wir haben, dass 


entweder 


2 = 
“=0 oder ees ga 


op op 0 


Die erste dieser Gleichungen besagt, dass der osmotische Druck 
unabhängig vom äusseren Drucke ist, was gewöhnlich nicht der Fall 
sein wird. 

Die zweite Gleichung kann infolge (4a) nur dann ertüllt sein, wenn 


oc > 3 : 5 À: 
57 gleich o ist; dies steht aber im Widerspruch mit unserer Voraus- 


setzung. Hatten wir indessen mit einem solchen besonderen Falle zu 
thun, so wiirden wir erhalten: 


Ort ot\ 0 
(e = G g 


Dies ist scheinbar ein unbestimmter Ausdruck, der doch durch den 
Grenzwert 


F Ort - ot 
a ap 
K. Lim. — [12 r l bestimmt ist. 
dc əc 


on on 
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Wir kommen somit zu dem, für die Theorie des osmotischen Druckes 
sehr wichtigen Resultat, dass die Variation dieses Druckes mit der Kon- 
zentration eine verschiedene sein wird, je nachdem der Druck auf der 
Lösung oder auf dem Lösungsmittel während der Variation konstant 


gehalten wird. 


Gedruckt 12. November 1906, 


